Théoreme chinois : Cas général

Geoffrey Deperle

Legons associées :
— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.
— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit m,n € N, on dispose de la décomposition
Z/ppem(m, n)Z <5 Z/mZ x Z/nZ A Z/pged(m,n)Z

avec o un morphisme injectif et 1) un morphisme surjectif tel que Im¢p = Ker.

Preuve: Notons pour la suite § = pged(m,n) et p = ppem(m,n).

Etape 1 : Construction de ¢

o Z — Z/mZXZL/nk

NN (Fm, 75) , @ est un morphisme de groupe de noyau :

Posons

Kerg = {z € Z| Ty = 0 et T, = 0} = {2 € Z|m|z et n|z}

Donc Kerg = ppem(m,n)Z.

Y L Z/mZ x ZnZ

o

Z/ppem(m, n)Z

Z

™

En passant au quotient, il existe ¢ : Z/uZ — Z/mZ x Z/nZ tel que

¢ est un morphisme de Z/uZ — 7Z/mZ x Z/nZ
@ est injectif
Imp = Img



Etape 2 : Construction de ¢
v o LML X Z/nl — Z)OZ

Posons o __" 7. Montrons qu’il s’agit d’un morphisme :
($ma yn) = X5 — Ys
Comme d|m, mZ C §Z donc par passage au quotient du morphisme de projection Z — Z/67Z par
. 4 — Z1JOZ
mZ., on obtient un morphisme - / _ est bien définie.

Ty Zs
Ainsi, Ts est bien définie. De méme 75 est bien définie. Comme les applications T, — T5 et ¥, — Ts
définissent des morphismes. v est bien définie et définie un morphisme d’anneaux.
Montrons la surjectivité de v,
Soit Ty € Z/67Z, on a (T, 0) = Ty d’ou la surjectivité.

Etape 3 : Montrons que Kery = Imyp

Soit (T, Tp) € Imy avec x € Z, alors (T, T,) = Ts — Ts = 0. Donc Imep C Ker.
De plus,

mn
[Img| = |Z/puZ| = ppem(m, n) pacd(m.n)
_Z/mZ x Z/nZ|
- |z/dz]
= |Kery|
d’ou I'égalité entre les ensembles. 0

Application. Soit x,a,b € Z, m,n € N, en posant 6 = pged(m,n),

r =alm _
Le systéme (S) : { fer) admet une solution si et seulement si as = bg

r =bn]

Preuve: -
Soit a,b tel que @s # bs alors siis) admet une solution r, on a o(x) = (Tm, Tn) = (am, by) et
(@, by) € Imp = Kery d’ot ¥((@y,, b)) = @5 — bs = 0. Absurde.

Supposons a présent que a, b est telle que @; = by, alors il existe k € Z tel que a = b + k6.
Soit u, v € Z tel que um + vn = 6, et posons zo = ;(avn + bum) € Z.
On a zg = §((b+ ké)vn + bum) = b4 4 kyn.
D'ou zg = b[n].
De méme z = 3(avn + (a — kd)um) =
D’ott g = a[m] donc xq est solution.

vn+um

S — kum.

Soit 2 une autre solution de (.5), alors varphi(x) = varphi(zy) d’ott x—xy € Kerg = ppem(m, n)Z.
L’ensemble des solution est {zq + kppcm(m,n), k € Z}. d
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